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Аннотация: Для исследования состояния земной поверхности, обусловленного сбросом 

тектонических напряжений на глубинных трещинах в земной коре при землетрясениях, с 

использованием основных уравнений линейной теории упругости поставлена модельная 

нестационарная краевая задача дифракции волн в упругом полупространстве при сбросе 

напряжений на горизонтальной трещине.  
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Abstract: For the research of the Earth's surface caused by the reset of tectonic stress on the 

deep cracks in the earth's crust during earthquakes, using basic equations of linear elasticity model 

is set unsteady boundary problem of diffraction of waves in an elastic half-space at reset stress on 

the horizontal crack. 
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Аннотация: Жердин үстүңкү кыртышынын абалын изилдөө үчүн  жер титирөөлөрдө 

жер кыртышындагы терең жаракалардагы тектоникалык чыңалууларды түшүрүү менен 

шартталган, серпилгичтиктин түз сызыктуу теориясынын негизги теңдештирүүлөрүн 

колдонуу менен туурасынан жаракада чыңалууну түшүрүүдө серпилгич жарым алкактагы 

толкундардын дифракциясына стационардык эмес моделдик маселе коюлган.  

 

Постановка задачи. Пусть упругая изотропная среда D (рис.1) с коэффициентами 

Ламе λ, μ и плотностью ρ занимает полупространство x1 ≥ 0. Рассмотрим динамику 
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среды в условиях плоской деформации при сбросе напряжений на горизонтальной 

трещине S, которая расположена на глубине L (x1=L, |x2|≤ d).  

 

Рис. 1. Полуплоскость с горизонтальной трещиной (расчетная схема) 

 

Предполагается, что в начальный момент среда покоится:  

10, 0 при  0x  u u , 

а граница полупространства (дневная поверхность) свободна от внешних нагрузок: 

11 12 10  при 0.x     Здесь и далее u=(u1, u2) – перемещения среды, σij – тензор 

напряжений, xi - координаты точек среды x=(x1, x2), t – время. Индексами после запятой 

обозначаются частные производные по декартовым координатам, а точкой сверху – 

частные производные по времени.  

Так как на бесконечности отсутствуют источники колебания, то очевидным является 

требование, чтобы на бесконечности выполнялись условия затухания:  

0, 0  при .j iju x    

Перемещения среды удовлетворяют уравнениям движения: 

, , 1,2i i iF v i     ,                                                  (1) 

где iv - компоненты вектора скорости v; Fi - проекции объемной силы на 

соответствующие координатные оси. Здесь и далее по повторяющимся греческим 

индексам в произведении выполняется суммирование (тензорная свертка), а по 

повторяющимся латинским индексам суммирования нет. 

Связь между компонентами тензора напряжения и компонентами вектора 

перемещения выражается законом Гука : 

, ( , , ), , 1,2ij ij i j j iu u u i j        ,                                (2) 

Сброс напряжения на трещине выражается через компоненты 
iF  объемной силы F и 

определяются сингулярной обобщенной функцией – простым слоем на трещине S. 

Здесь они имеют следующий вид: 

x2 

x1 

d 
L 

D 

, ,  
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1 2( ) ( ), , 1,2i i S
F n x L H d x i        

                                 (3) 

где выражение в квадратных скобках – скачок компонент тензора напряжений на 

берегах трещины, n – единичная нормаль к ее поверхности, 
1( )H x  – функция 

Хевисайда, 
1( )x  – функция Дирака, ij - символ Кронекера. Предполагается, что 

скачок напряжений на трещине известен. 

Требуется определить напряженно-деформированное состояние среды и дневной 

поверхности при сбросе напряжений на трещине.  

Бихарактеристики и условия на них. Решение задачи удобно искать в 

безразмерных переменных. Вводятся независимые переменные и искомые величины : 

1
2 2

1 1 1

1 iji i i
i i ij i

x u F Ltc
t ; x ; v ; ; F ;

L L c t c c




  
    

 

где 
1 2,c c  - скорости распространения объемных и сдвиговых волн в упругой среде, L - 

характерная длина. В дальнейшем черта над безразмерными параметрами опускается. 

Уравнения движения (1) и производные по времени от соотношений закона Гука 

(2) в безразмерных величинах имеют вид: 

,

, 33 , , ,( ) (1 )

i i i

ij ij i j i j ij ji j i ij

v F

v v v v

 

 



     

 


    

  (i, j, β= 1, 2),                (4) 

где  
2 2

12 21 2 1 11 22 33 12/ 1; 1 2c c ;           . Для получения уравнения 

бихарактеристик и условий на них, расщепляем двухмерную систему (4) на 

одномерные. Это можно выполнить, если в системе (4) поочередно зафиксировать одну 

из пространственных переменных (рис. 2).  

При xi=const (i ≠ j) имеем: 

,

2
,

i ij j ij i

ij ij i j ij

v a F

v b



 

  


 

       ( i, j =1, 2),                           (5) 

где 
, , 33 , , ,( ) (1 )ij i ij j ij ij ij i j ij ji j i ija ; ; b v v v                 . 

Переходя от частной производной к полной по времени из условия существования 

решения полученной системы определяем дифференциальное уравнение 

бихарактеристик и условия на них: 

j ijdx dt     ( i, j =1, 2),                                        (6) 

 ij ij i ij ij ij id dv b a F dt      
   ( i, j =1, 2).               (7) 
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Рис. 2. Вид бихарактеристик на плоскости x2=const. 

 

Разрешающие разностные уравнения. Интегрирование методом трапеции 

уравнения (4) от точки О до точки А и соотношений (7) от точки E
ij до точки А 

позволяют получить выражения следующего вида: 

 

 

0 0 0 0
, ,

0 2 2 0 0
, ,

,
2

,
2

i i ij j ij i ij j ij i

ij ij ij i j ij ij i j ij

v v a F a F

v b v b


 


   


      


     


                                   (8) 

   
2

ij ij ij i i ij ij ij ij ij i iv v b b a a F F


              
 

.                  (9) 

Исключая из (9) функции ij, vi при помощи (9), и значения функций 
ij, vi и 

производных aij, bij в не узловых точках разложив по формуле Тейлора в ближней 

узловой точке с точностью до второго и первого порядка, соответственно, 

относительно шага , можно получить: 

 
, ,

0 2 0 0 0 0 0 0
, , , , , ,

ij j ij i j

ij j ij i jj ij j i i ij i j ij jj ij j

v

v b F F v a

 

     



         
   

    (10) 

Складывая и вычитая каждое уравнение системы (10) с одинаковыми парами индексов, 

можно установить:  

 

 

0 2 0 0 0
, , , ,

0 0 0
, , , ,

1
2

2

1

2

ij j ij j ij i jj ij j i i i

i j i j ij jj ij j i i
ij

v b F F F

v v a F F
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 


 

 

      
 

     
 

                  (11) 

Порядок получения разностных уравнений для внутренних точек таков: 

t 

 

x1 O 
E 21 E 11 E 21 E 11 

h h 

A 
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Производные функции в правой части системы уравнений (8) и (11) по квадратной 

сетке для узла O(x0
1, x0

2, t0), лежащего внутри исследуемой области, определяют 

центральными разностями; производные ij,j, vi,j, aij, bij на искомом слое (t=t0+) в 

уравнении (8) определяют из системы уравнений (11). Найденные значения, 

подставляя в уравнения (8) определяют значения неизвестных функции на искомом 

слое времени t=t0+. Разностные уравнения для отыскания решения в граничных 

точках исследуемой области на слое t=t0+ получаются с помощью системы уравнении 

(8), (10) и граничных условий. В расчетах из уравнения (10) не могут быть 

использованы два условия на двух характеристиках, не принадлежащих области D, их 

заменяют граничные условия.  
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